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Всероссийская олимпиада школьников по математике, 

муниципальный этап, 2020 г 

9 класс 

1. Ученик задумал 3 целых числа, таких, что одно из них равно разности второго и третьего, а 

второе равно частному первого и третьего. Найдите эти числа. 

Ответ: −4, −2 и 2. 

Решение. Обозначим числа через 𝑎, 𝑏, 𝑐 в порядке их перечисления. Тогда 𝑎 = 𝑏 − 𝑐, 𝑏 =
𝑎

𝑐
. 

Очевидно, что 𝑐 ≠ 0. Имеем 𝑎 = 𝑏𝑐 и 𝑏𝑐 = 𝑏 − 𝑐. Тогда 𝑏 = −
𝑐

𝑐−1
. Далее, 𝑏 =

1−𝑐−1

𝑐−1
=

1−𝑐

𝑐−1
−

1

𝑐−1
=

−1 −
1

𝑐−1
. Так как 𝑏 и 𝑐 – целые, то  

1

𝑐−1
 – тоже целое, следовательно, 𝑐 − 1 = 1 или 𝑐 − 1 = −1. 

Поскольку 𝑐 ≠ 0, то 𝑐 = 2. Тогда 𝑏 = −2, 𝑎 = −4. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

2. Ломаную будем называть интересной, если каждое её звено имеет по две точки пересечения с 

другими звеньями (точки пересечения не совпадают с концами звена). Какое наименьшее количество 

звеньев может иметь интересная ломаная? 

Ответ: 5. 

Решение. Примером пятизвенной интересной ломаной является пятиконечная 

звезда (ломаная может быть и незамкнутой). Докажем, что количество звеньев 

интересной ломаной не может быть меньше 5. Заметим, что никакое звено не 

имеет точек пересечения с соседними звеньями. У каждого звена 𝑎 есть как 

минимум одно соседнее звено 𝑏, которое не имеет с ним точек пересечения; 

значит, кроме 𝑏 должно быть ещё как минимум два звена 𝑐 и 𝑑, которые имеют со звеном 𝑎 по одной 

общей точке, то есть количество звеньев у такой ломаной должно быть не меньше четырёх. Если 

рассмотреть четырёхзвенную ломаную, то в ней есть звено 𝑎, для которого есть ровно два соседних 𝑏 

и 𝑐. Значит, звено 𝑎 может иметь точку пересечения только с одним оставшимся звеном 𝑑, т.е. для 𝑎 

не будет двух точек пересечения с другими звеньями. Таким образом, количество звеньев 

интересной ломаной не может быть меньше 5.  

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

3. Для каких натуральных 𝑛 существуют ненулевые числа 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 , удовлетворяющие 

условиям: 

𝑎1 + 𝑎2+ . . . +𝑎𝑛 > 0  и  𝑎1
3 + 𝑎2

3+ . . . +𝑎𝑛
3 < 0 ? 

Ответ: для всех 𝑛 ≥ 3.     

Решение. Ясно, что для 𝑛 = 1 таких чисел не существует. 

 Пусть 𝑛 = 2. Если 𝑎1 + 𝑎2 > 0, то 𝑎1 > (−𝑎2), следовательно, 𝑎1
3 > (−𝑎2)3 = −𝑎2

3. Отсюда 

получаем, что  𝑎1
3 + 𝑎2

3 > 0.  

 Для 𝑛 = 3 такие числа существуют. Например,  𝑎1 = −1, 𝑎2 = 𝑎3 =
2

3
 . Тогда 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 =

1

3
> 0, 

а 𝑎1
3 + 𝑎2

3 + 𝑎3
3 = −1 + 2 ⋅

8

27
= −

11

27
< 0. 

 Для 𝑛 > 3 можно привести такой пример: 𝑎1 = −1, 𝑎2 = 𝑎3 = . . . = 𝑎𝑛 =
1

𝑛−2
. Имеем: 

𝑎1 + 𝑎2+ . . . +𝑎𝑛 = −1 +
𝑛−1

𝑛−2
=

1

𝑛−2
> 0, 
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𝑎1
3 + 𝑎2

3 + ⋯ + 𝑎𝑛
3 = −1 + (𝑛 − 1) ⋅

1

(𝑛 − 2)3
= −1 +

(𝑛 − 2) + 1

(𝑛 − 2)3
= −1 +

1

(𝑛 − 2)2
+

1

(𝑛 − 2)3
≤ 

≤ −1 +
1

4
+

1

8
= −

5

8
< 0. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

4. Для какого наибольшего натурального 𝑛 существует набор из 𝑛 натуральных чисел, который 

обладает таким свойством: среди чисел набора ровно одно число делится на 𝑛, ровно два числа 

делятся на 𝑛 − 1, и т.д, ровно 𝑛 − 1 чисел из этого набора делятся на 2 и все 𝑛 чисел делятся на 1? 

Ответ: 𝑛 = 5. 

Решение. Сначала приведем искомый пример для 𝑛 = 5: 60, 12, 6, 2, 1. Допустим такой набор 

существует при 𝑛 ≥ 6. Тогда 𝑛 − 1 чисел делятся на 2, 𝑛 − 2 чисел делятся на 3. То есть одно число 

не делится на 2 и два не делятся на 3, поэтому максимум три числа не делятся на 6. Тогда минимум 

𝑛 − 3 чисел делятся на 6, но по условию их должно быть ровно 𝑛 − 5. Полученное противоречие 

завершает доказательство. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

5. На плоскости расположены два равносторонних треугольника 𝐴𝐵𝐶 и 𝐷𝐸𝐹 так, что точки 𝐴, 𝐵, 

𝐷 и 𝐸 лежат на одной прямой, причём 𝐵 лежит между 𝐴 и 𝐷, а 𝐷 – между 𝐵 и 𝐸 (треугольники лежат 

по одну сторону от прямой 𝐴𝐵). Пусть 𝐺 – точка пересечения прямых 𝐴𝐹 и 𝐶𝐷, 𝐻 – точка 

пересечения прямых 𝐵𝐹 и 𝐶𝐸.  Докажите, что прямые 𝐴𝐵 и 𝐺𝐻 параллельны.   

Решение. Пусть 𝑎 = 𝐴𝐵, 𝑏 = 𝐷𝐸. Заметим, что     

𝐴𝐶 ∥ 𝐷𝐹 и 𝐵𝐶 ∥ 𝐸𝐹 (так как ∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐹𝐷𝐸 = 60° и 

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐵𝐸𝐹 = 60°). Поэтому треугольники 𝐴𝐶𝐺  и 

𝐹𝐷𝐺 подобны по двум углам, следовательно,         
𝐴𝐺

𝐺𝐹
=

𝐴𝐶

𝐷𝐹
=

𝑎

𝑏
; также треугольники 𝐵𝐶𝐻 и 𝐹𝐸𝐻 подобны 

по двум углам, следовательно, 
𝐵𝐻

𝐹𝐻
=

𝐵𝐶

𝐸𝐹
=

𝑎

𝑏
. Таким 

образом, 
𝐴𝐺

𝐺𝐹
=

𝐵𝐻

𝐹𝐻
, следовательно, по обратной теореме 

Фалеса прямые 𝐴𝐵 и 𝐺𝐻 параллельны. 


